STICHTING
MATHEMATISCH CENTRUM

2e BOERHAAVESTRAAT 49
AMSTERD AM

A

STATISTISCHE AFDELING

Rapport S 265 (C 13)

Leergang Besliskunde

Hoofdstuk VL1
Toetsingstheorie en aanpassing van verdelingen

door

G. Klerk-Grobben

(Gedeelteli jk een bewerking van de hoofdstukken

13 en 15 van rapport S 200 (C 8) door
Prof. Dr J. Hemelri jk)

April 1960



quantitatieve schattingen van onbekende parameters of onbekende

Kansen te komen. De toetsingstheorie heeft daarentegen tot doel
op
parameters ol kansen bepaalde gegeven waarden bezitten of niet.

grond van steekproeven te onderzoeken of één of meer onbekende

in symbolen: 1s © een onbekende parameter van een kansverde-
dan geeft de schatting

=

Theorie een schatting

Eﬁvoor e met

die min of meer om & geconcentreerd ligt, ter-

wiljl de toetsingstheorie er op gericht is te onderzoeken of 6 al

dan niet geliljk aan een bepaalde gegeven

waarde @O kan 2zijn.
Lr bestaat een nauw verband tussen beide theorie&n. Zo is

het intuitief reeds duldelijk dat men, op

waarneming

grond van €en gegeven

sreeks, Ttot verwerping van de

getoetste waarde @O zal
dienen over te gaan indien de schatting t voor ¢ die uit deze
zelf'de waarnemin

gareeks gevonden wordt sterk van @O afwijkt. Bljv.
wilil men onderzoeken of de gemiddelde levensduur € van een bepaald
soort lampen geli jk aan @OmQQOO uur kan zijn en vindt men ult een
steekproef van 00 lampen een gemiddelde levensduur van 700 uur
(met een niet te grote spreiding hieromheen), dan 18 € = @O = 2000
niet acceptabel.

D1t verband tussen belde theorie&€n zal in het
volgende duldelil jk naar voren komen.

Bij de fToepassingen leidt een goede formulering van het
probleem en nhet doel van het onderzoek meestal tot een duldeli jke
Keus tussen beide methoden. Vergeli jkt men bijv. twee geneesmidde-
len (een klassiek probleem), wat betreft hun effect bij de bestrij-
ding van een bepaalde ziekte, dan zal men het beste van de twee
middelen gean gebruiken zodra men de onderstelling van gelil jk-
waardigheid van deze middelen verworpen heeft. Toepassing van de
toetsingstheorie is hier dan de aangewezen weg. vWenst men daaren-

tegen de premie voor een bepaalde verzekering te berekenen, dan

heef't men een gquantitatieve schatting van het risico nodlg en 1is
) om te weten dat dit

het niet genoceg (of zelfs niet van belang




dan een bepaald bedrag of groter

T

situatie verbond

B1J de toetsingstheorle worde weer een

_y

die we in algemene bewoordingen zullen

def'iniéren en

gebruikt,

de hand van het Toetsen van een

daarnaast zullen toelichten aan
kans (binomiale toetsen). Terwille van de overzichtelil jkheld Zzullen
to
Met name 2zullen we in de loop van ons betoog een aantal onderstel-

de meest algemene formulering van ctsingstheorie

lingen invoeren, die in een volkomen algemene opzet niet Thuls

horen, maar waar men in de praktijk toch vaak van ultgaat.

L.

Het waarnemingsmateriaal

vaarnemingsmateriaal, dat uit éeén of mee

kan bestaan, zullen we aangeven met

W/%ﬁ ENF‘:&? @ﬁ@‘? W L

Deze stochastische grootheden behoeven in het algemeen niet onaf-
hankelijk te zijn; wij zullen echter, zoals men ook in de praktijk
vrijwel altijd doet, wel onderstellen dav Woys ook onderling on-
afhankeli jk zijn. Verder belweven Was e ooy niet alle dezelide
verdeling te bezlitten en kunnen zZe ook meer dimensionaal verdeeld
zijn; elke w, kan bijv. een paar waarnemingen (ﬁiﬁgi) voorstellen.

Toegelaten hypothesen en te toetsen hypothese

Als de kansverdelingen der w. volledlg bekend waren, 2ou €r

ceen toetsingsprobleem bestaan. In de regel is er over deze Kans-

verdelingen wel ieéts bekend, d.w.z. er worden bepaalde onderstel-

lingen over gemaakt, die als gegeven worden beschouwd. Hieronder

valt meestal de onderstelling van onafhankeli jkheld van de waar-

nemingen die we boven reeds vermelden en verder ook een onder -
stelling omtrent de vorm van de verdelingen. /o berusten veel toetl-
sen op de veronderstelling van normaliteift van de verdelingen. Wi}

van €én

zullen het geval beschouwen dat de verdelingen der W, nNOgZ
onbekende parameter afhangen maar overigens volledig bekend zi jn.
Geven wij de onbekende parameter aan met het symbool ©, dan kunnen
we de simultane verdelingsfunctie van Wi, .., W voorstellen door



op
onderling onafhankel:

van nooldastuk

2d
volledig bepaalt wordt een
11 jk
de aard van de parameter ©. Is & een kans dan

Door aan & een bep

1. Een hypothese omtrent = dle

enkelvoudige hypothese genoemd. Velke waarden we voor & moge

achten, hangt at wvan

kan © alleen waarden tussen 0 en 1 aannemen. Stelt de parameter
N uit 2. 7, hoofdstuk III), dan moet
0>0 zijin. o dan zljn
alle
© hoort dus een enkelvoudige hypothese en de verzameling van al
elaten hypothesen

N een normale vyverge lin by o

waarden -00<&

<+o0 mogelijk. Bij iedere mogell jke waarde van

ypothesen wordt de verzam

genoemd.
Veelal
hypothese van de vorm

raat het er nu om te onderzoeken of een enkelvoudlge

(1.4) o =6,

waarnemingen

crond van de

waarin dus @0 een gegeven getal 1s, op
(1.1) al of niet verworpen moet worden. Deze hypothese heet dan de
te toetsen hy
these kan ook een samengestelde hypothese zijn, bljv.

(1.5) H

pothese of ook wel de getoetste hypothese ol nui-

of H : &6x>o_.

Doordat bij een nulhypothese van deze vorm de waarde van © niet
Z de verdeling F(uqﬁ,ﬂ.,wn§@) niet
volledig bepaald. We zullen later zien dat ook in deze situatle
de toets gebaseerd is op de verdellng F(wqﬁ,ﬂ@,wnigo), die wel
bepaald is.

De uitkomst van het onderzoek is, dat de

precles is vastg

getoetste hypothese

HO al dan niet verworpen w

1uidt de concluslie uliteraard:

@o‘ Blj verwerping
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wordt, zoals we
pesloten. Althar

in dat ce
van HO over te gaan.,.
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Fraaie voorbeelden van het optreden van kansen met bekende
de erfell JK
MENDEL 1ligt een erfeli jkheidstheoretisch
bijv. leidt tot de ultkomst, dat blj het
planten één van de twee verschijnselen A en B mﬁch.vompd@etemn
dat de kans op A bilj iedere proef een bekende waarde (;i;v,~g)
bezlt. De
waarde van zo'n kans, en daarmee

11 jkheidstheorie, Jjuist

heidsleer. Aan de
model ten
kruisen van bepaalde
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proeven van MRNDEL dienden nu om te onderzoeken of de

de teéen

kon zijn. De verschi jnselen

bijv. twee kleuren (van erwten, of bloemen) zijn of lets derg

11ijks. De n waarnemingen, verkregen blj n onafhankell jke proeven

van deze aard, nemen in dit geval de "waarden" A of
kan dit in cijfers omzetten door blj ledere proef het aantal malen

"+1) te beschouwen; deze kan dus 7 of

aan; men

dat A optreedt als waarneming
O zijn. De waarnemingsreeks (1.1) is dan dus een rij van n énen en
nullen. Iedere waarneming heeft de altermatief verdeling (zie pg.
hoofdstuk III) met kans p = iéﬁ}ﬁ de kans op het verschiljnsel

Nu zal als p het doel van het onderzoek 1s en de proeven

-~

onafhankeli jlr z1jn, de volgorde van de énen en nullen in de waar-
sreeks niet belangrijk zijn, maar wel het totaal malen dat A
1s. Noemen we dit aantal X dan 1s dus

neming

proeven opgetrede:

n
(1.6) K= o MWy oo

i="1
werd reeds opgemerkt dat
bezit, dus

2;7 (pg. 18)
met parameters n en p

In hoofdstuk III, voorbeeld

x een binomiale verdeling

A
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van H
O

(waarin p_ een g

stal tussen O en 1 is).

. In pr’&%{t ische

betekent de conclusie
kheidstheorie, die tTotT
door een andere verva

gen worden. De

moe t

leidde 18 nilet Jjuist en

nieuwe hypothese zal

moeten worden.

De toetsingsgrootheid en Zzi,

De beoordeling van de te toetsen hypothese

hulp van een toetsingsgrootheld, die ult de waarne

word?t:
to= bW, .esw ).

crootheid kan in principe meer dimensionaal zijn, maar 1s
van de orn-

Derze
cewoonli jk ééndimensionaal. Meestal is t een schatting

: Han—

pekende parameter €, of - wat hiermee aequivalent 1is - €en mono-

tone functie van een schatting van ©.
,» dan is de verdelingsfunctie F van (Was oW, ) vOl-
en valt daaruit die van t af te leiden. Notatle:

enkelvoudige HQ(@ bij samengestelde nul-

a °=z©_ ) 1s de ultvoering

varn

van t gebaseerd.
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gevonden waarde, t, voor de toetsingsgroothe

verder in de staarten

van de verdeling van t bl}

men oordelen dat het waarnemingsmateriaal minder in overeen-

Ts t een schatting van ¢ of een monotone

sy

1.2 en wil men toetsen

h?@FVﬂHS 70oals in voorbeeld

t ver in de rechterstaart

m i

zijn H_ te verwer-

Is de nulhypothese

dan zal een schatting voor & die veel groter is dan @Q tot

kleiner is dan O

dan Q@ z1iJjn nu ook 1n HQ

<@
— 70

ing van HQ leiden, een schatting die
echter niet, want

opgenomen. De toets heet dan rechtseénzi jdig

alleen

i”%@o zullen

- verwerping

de Mendel-proeven, waar het gaat om de tToetsing van een
speciale waarde van p zal men dus tweezil jdig toetsen. Vaak hangt

de keus tussen één of tweeziidige toetsing af van de consequentles

die een verwerpen van HQ met zich meebrengt. Om dit te 1llustreren

ni] het volgende voorbeeld.

en bedriif overweegt de aanschaf van een nieuwe machine,
men wil hiertoe alleen overgaan indien de nieuwe machine beter 1s
ctie

te komen toetst men de

dat deze een fre

dan de oude. Van cude machine 1is bekend

aan uiltval

geeft. Om tot een bheslissing

HQ:p@: Py (waarin p de fractie uitval van de nleuwe

machine voorstelt). Alleen bij verwerping van HQ gaat men tot

e toelts zou

aanschaf van de nieuwe machine over. Een tweezil jdig
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nden waarde van t of nog een slech
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sarden uit de andere stz
waarden urt de andere sta

art zign dan die wasrin t ligt,

aefinitie van k. Heeft t een discrete

SN

de factor 2 in

verdeling, de som van de

de t-waarden in de

gearceerde gedeelten, de g
(hier 1s & K@w%zwamwﬁ t=t|e }t%Q 15) .
(1.10) en (1 11) volgt

31J een continue verdeling van € 1s de laatste term gelljk
aan O,

Voorbeeld 1.4

Mende l-proeven 50 proeven doet om de
sgrootheid x (dit 1is
getreden) heeft

' ] ﬁ , |
q@:pma-te onderzoeken. De toetsing

JJJJJJ

dai: onder Hﬁ de verdeling (1.9) met n=50. x kan dus de waarden
C,1, .. ,50 aannemen. In tabel 1.1 is de kans op elk van deze
waarden opgenomen, voorzover ze niet te klein zijn. Verder zijn

= F(x) en de rechter-

vermeld de linker overschri jdingskans WKy
overschri jdin

gskans, die hier k,, = 1-F(x-1) wordt.



lTabel 1.1

L

Kansen en overschri jdingskansen van alle waarden uit de

: : , 1
binomiale verdeling met n=50 en P=7.

L T

e

y' Plz=x] | ky = F(x) K., = 1-F(x-1)
C 0, 000001 0, 000001 1
1 0, 000009 00,0000 L A
2 0, 00009 C, 0001 A
3 0, 0004 G, 0005 0,9999
I 00,0015 0,002 0, 9995
5 0,998
G 0,993
( 0,981
S 0,955
9 0,908
10 0,098 0,262 j 0,836
11 0,120 0,382 | 0,738
12 0,128 0,511 | 0,618
13 0,127 0,637 | 0,489
14 ] O, 111 O, 748 | 0,363
15 | 0,089 0,837 0,252
16 - 0,065 0,902 0, 163
17 1 0, 043 0,945 0,098
13 0,026 0,971 0, 055
19 0,015 0,986 0, 029
20 0,008 - 0,994 O, 014
21 0,003 - 0,997 0,006
22 0,002 0,999 0,003
| 273 O, CC06 00,9996 0,001
| 21 G, 0002 0, 9933 i O, 0004
L |
25 0, 000 0, 9999 | 0, 0002
..., 50 ~0,0000 | =1 i ~ 0,000
it s st oo it L * .

(Deze tabel is ontleend aan H.G. ROMIG, 50-100 Binomial
Tablee, Wiley, N.Y., Chapman and Hall, London, 1953).

dus 1is x=19, dan

O, 029,

Is biJ de 50 proeven 19 maal A opgetreden,
zen we 1n de tabel af dat ky = 0,986 en k, =
2k = O, 058.

dus de twee-

{

- Jdlge overschrijdingskans is k
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wordt bilj een rechtseenzi jdige toets een rechter-
geldt: t© kleinste

gevonden, waarvoor

(1.13)

gekozen wor-

geldt. Heeft t een continue verdellng, dan kan t? Z0
den dat in (1.13) het =teken optreedt. Blj een discrefe verdeling
moet men ermee tevreden ziljn

te maken. Voor

. _ = ,
(’1&’3&) i“it =T g@ o= 0 Z0

Mo Ve I 00 T moge lijk < ¢

waarde ;mtr wordt de over-

ledere
schrijdingskans dus zeker < Oy - Op
deze manier 13 een gebled, hetl
rechter ebied 4
strueerd, bestaande dus ult alle
waarden van t die tol verwerplng

kritieke g gecon-

v an HQ zullen lelden.

Lehter ook als }{(EQ%é%m) juist is zal t in het algemeen een

positieve kans 1) bezitten om 1in het gebled EP terecht te komen. Bl

6=0_ 1is deze kans o (zie {(1.14)). Is @< o, dan zal de kans dat t%

in 4. komt s O™ ziin, omdat

P I @ E“& %”{ @’ 1 ﬁ., j k e V @ I% d e 1 i n r v a n L } F ( t g
in 't alg

emeen naar links verschoven zal Eiiﬁ'tADALpE%t{@b) (Z_ 1is

1) In hoofdstuk VII,

D o geval besproken worden
waarblj deze kanﬁ =0 18 .

2, Zal een
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worden door het
meestal tot

n.

~ o o B ”
gzebied Z_ te verkleine
rebl & 3 ine
- r

gevolg hebben dat ook de kans op verwerping

inderdaad onjulist is, kleiner wordt. De keuze van

De onbe-

berusten,

e zal daarom op een ewm;wamiﬂ
( 1.1 4 ) kKan ook ult

gedrukt

?{t € 7

&

8

linker K leke
Is de verdeling

waarde ty en een linker gevonden
van t blj ©=90

ge toetsing

ymmetrisch om t=0 dan is t; = -t_.

en t% bepaald

Kunnen twee

waarden t

Tweezl jdig kritiek gebled is <4 mﬁ?+2%

Op deze manler opg is dus een tweezijdige toets een

e toetsen elk met onbetrouwbaarheids-
drempel %f;. Dit wordt een symmetrische tweezljdige toets
Het kritieke gebied is 4 = > -+ ;E;, (f ig. 1 3)  Men kan ook andere
kritieke waarden kiezen door de eisen (1.16) te veranderen in

combinatie van twee eenzi jdig

genoemd.
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— in een serie van n proeven
=0,05, dan vinden we met behulp van
itieke gebled Z2 de waarden

als onbetrouwbaarheidsdrempel
tabel 1.1 als linkerdeel <% van het Kkr
0,1,...,0 en als rechterdeel Zé de waarden x = 20,21,...,50.
cebieden zal dus aanlelding zi]jn
iets nader preciseren tot:

arde voor X in één van

H_ iD=y We kunnen dit nog
een waarde XE;Z%Lﬁw V zijn
van de alternatieve hypothesen.pwag-en.eenﬁaarde X€52% aanlelding
om p 32},]‘ fe verwerpen ten De onbetrouwbaarheid van

age toets 1is

1
gunste van P>

+ 0,014 = 0,033 ( <0,05. .

kan de

Is in werkelil jkheld Hw niet Jjuilst maar bijv. €=8', dan

kans ons voor T een waarde in het kritieke gebied 42 te vinden, aan-

L
Tltezjer| .

Ae kans om H_te verwerpen als ©' de Juiste

O
parameterwaarde is, wordt het onderscheiding gen van de toets

i . !

Deze kans,

SVETmo

vVoor HO t.o.v. 9=
De kans om voor t een waarde buiten het kritieke gebled te
1 . el miet te verwerpen heet wel de kans
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alle ﬁ’ii_} en Kriige
, wf(w*) als functie wvan
functie niet bekend

zeer veel

il

ts -
-
. 4

zullen op deze

[Fir]

> =0,05; o =0
kans niet op te zoeken. In andere situaties

ten berekenen of

zal men de overschri j-

gevonden waarde van de toetsingsgrootheid € moe-
' een tabel van de

gsfunctie van t of een benadering Een voorbeeld

de verschillende toetsen (als ¢t

een monotone functle van een schatting voor 6 is) kunnen we als

_j' " 4
;*.'i
P

volgt samenvatten.

Liﬁ“se@nzijdiﬂ“=

< O dus

1) als ky

P



IV (ste
binomiale verdeling

W

y , f
g, dus 1is

parameters van de blnomia

X =X
P q

2

de normale verdeling

1, dan wordt

2
dezelfde verwachting

en variantie voor de
discrete kans PE§F1E moet nu benaderd worden door €en oOpp
le verdelingsdichtheid en het ligt voor de hand hier-
voor het oppervlak boven het interval (xm%, x+%) te nemen, 4us

symmetrlisch om 2.1). Alleen voor PPEFO}

-

benadering

ervl]ak

onder de norma

de staart er volledilg
het oppervlak boven het Interval ( —cxc

b1 j, dus dan neemt men

en .ﬁi: g}(w J
L )

1 N
;5) resp. (n-3;

nde kansen < 1 zou %ijﬁﬁ
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als X <«

«unnen schri jven:

geldt volgens tabel 1.I bij x=18

’ & 1]
v s | o

met continuiteltscorrectie
np, = 12,5; o(x) = Vﬁpmda = 3,00)
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dit is niet
ectie

dan zonder,
"voorzichtig
tie slechts

kritieke

hiervan met ui, in plaats van uu, vinden we b1]

) toets de grenzen:
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et '.-1_|
Ty 50 . F g
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tussen de schattl
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andere niet. Het
delen
den en

uwbaarheidsdrempel

van een bepaalde waarde van 0 heeft

oM VEI'W

orpen te

28]

worden, indie
e_Gae_Jjul: geldt dus ook voor de werkell jKe
waarde var © dle in de hele s~rie toetsingen ook een keer aan d4de
be komt. Nu 1is verwerpen van een G-w"arde vol
ven procedure aequivalent met het :
ell jke waarde van & heeft dus ook
elaten te worden of anders

urt

gens bovenbeschre -

deze waarde ult G.

P

om uit G

R gyl s
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d: een
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De omaoekeerde stelling geldt evenez2ns: 1s G een betrouw-

AN——
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